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CONTRACTION QUASI-STATIQUE D’'UNE CAVITE

A SYMETRIE SPHERIQUE OU CYLINDRIQUE
DANS UN MILIEU ELASTO-PLASTIQUE

par J. SALENCON
Ingénieur des Ponts et Chaussées (1)

RESUME

On étudie la contraction d’une cavité sphérique ou cylindrique dans un milieu infini. Le matériau
constituant le massif est isotrope, homogeéne, et obéit au critére de plasticité de Coulomb. L’élasticité est
linéaire. La loi de corportement plastique adoptée permet une variation de volume permanente en suppo-
sant la compressibilit¢ en phase plastique indépendante des déformations. On néglige U'influence des
forces de masse.

Les résultats obtenus concernent les variations du rayon de la cavité et du rayon de la frontiére
de la zone plastifiée en fonction de la pression & Pintérieur de la cavité.

SUMMARY

The quasi-statical contraction of a spherical or eylindrical ecavity
in an elasto-plastic medium

Considering a spherical or ¢eylindrical cavity in an infinite medium, we study its quasi-statica-
contraction as the inside pressure is progressively made to decrease. The material is supposed to be isol
tropic and. homogeneous and to obey Coulomb’s yield criterion. We give the elasto-plastic solution of
f‘&“ problem, for a constitutive equation allowing a permanent change in volume, the rate of which is
independent of strain. :

Formulas are obtained relating the radius of the cavity, the radius of the border between the elastic
and plastic zones, and the inside pressure.

L INTRODUCTION.,

Nous étudions ici la contraction quasi-statique d’une cavité i symétrie sphérique ou cylindrique dans

:n&’:ﬂ“’“ ﬁ‘l&to-plastique. Ce probléme qui concerne par exemple les stockages souterrains d’hydrocarbures,

1€ posé au Laboratoire de Mécanique des Solides de I'Ecole polytechnique par Gaz de France et Géostock.
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Nous avons traité, dans une publication antérieure (*), I
tions analogues. Nous n'entrerons pas 4 nouveau dans les

alors,mais nous indiquerons les modifications app
lement.

2. NOTATION.

Les notations sont identiques & celles utili

Le matériau obéit au critere de Coulomb
interne

On pose

H=Ccolzgg , K, -ts

a est le rayon actuel de 1a cavité et ag la val
les zones élastique et plastique.

¢ désigne le déplacement radial du point

p est la pression a Uintérieur de la cavité
comptées positivement en traction. 6. 61, o3 sor
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. CRITERE DE PLASTICITE ET LOI DE
1. Cas ou les trois
O1 > o2 > o3 Le critére g'éerit :

( ‘(G:»”,IQO

le Texpansion d’une cavité
de théorie ou de caleuls 1
ésultats par inversion ¢

ans des congdj.
argement expogfs
lu sens de I'écou.

que nous rappelons bridvement .

i C la cohésion et ¢ angle de frottement

[\' =1 2 "T“ ? a
p=l gty
ce rayon. ¢ est le rayon de la frontitre entre
rdonnées actuelle r, et initiale To.

n a I'infini constante. Les contraintes 63 sont
intes principales.
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COMPORTEMENT PLASTIQUE.

contraintes principales sont distinctes :

| (ormiDwi, (s H)

CAVITES EN MILIEU ELASTO-PLASTIQUE

U encore

S (oi— H)y<0
( (o3 —H) =K (61— H)

Comme nous 1’2vons fait dans (*), nous supposons que la vitesse de déformation plastique, d
directions principales sont les mémes que celles des contraintes (isotropie), a pour composantes :
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A>0 et k>0 quelconques.

(k oo 1 b hypothése (i
La vitesse de «

ohr; k = Ka : hypothése du potentiel plastique identique au critére de plasticité).
ation volumique est : (1 — k) A

32, Cas ou deux coniraintes prineipales sont égales :

a5 oo — la vitesse de déformation permanente a pour valeurs principales :

| =2r+u

£ A>0 , >0, k>0 quelconques.
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1. CONTRACTION "UNE CAVITE SPHERIQUE.
Le probléme é:

pression p & Pintérieur

tive), la pression & 1'inti

1¢ est celui de la contraction d’une cavité sphérique de rayon initial ag, lorsque 1a
- 1a cavité décroit a partir de la valeur g (on admet méme que p puisse devenir néga-
1i étant invariable égale a g.

Les contraintes principales sont :

O6r = 01 > Of — G — Op — O3.

e
Au début de 1a baisse de pression, tant que la variation de pression reste suffisamment faible (ce terme

sera expliqué par la suite), I’état de contraintes est élastique dans tout le massif; c’est la solution de Lamé.
na:

a=aop [1 + (p—9) 1;;}

Lorsque la variation de pression devient suffisamment grande, une zone plastique apparait, entourant
cavite et limitée par une sphére de rayon e.

Dans la zone plastique (a < r < ¢), le critére de plasticité est satisfait en tout point et s'écrit :

o9 ) == K (o - E ). 1 y a continuité de or 4 la traversée de la frontiére élastoplastique. D’autre part
le critére de plasticité étant satisfait sur cette frontidre dans la zone élastique et dans la zone ;aiasthu,e. il
y & aussi continuité de oy = op. En intégrant jalors I'équation d’équilibre on obtient les formules (2') et
() qui remplacent (2) et (3) de (*) :

29 (or—H)=— (g+H) ﬂ%‘l{: (;)2(1-1{,‘;
®)

3 c\2{1~K,}
=—H-(g+H) = (5)

(On vérifiera a posteriori (que (o, — H) < 0 dans tout le solide.)
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La pression d’apparition de la zone plastique « eés (2) :
3
: y I i |
9') po=—H I K,

Les déformations n’étant pas supposées i tites, les formules (2) et (3') ne sont valables
qu’en coordonnées d'Euler et il est nécessaire de dét t relation existant entre les valeurs et ¢ pour

étudier la variation de p.

A la différence du cas de I'expansion, il n’es
metre cinématique. Nous considérons done ¢, paran
sante du temps physique, en conservant a v la mén

t a priori que ¢ puisse &tre utilis¢ comme para.
natique quelconque, fonetion monotone crojs.
ation que dans (*) c’est-d-dire :

Dans la zone plastique on a alors pour la vi

formation totale, somme de la vitesse de défor-
mation élastique et de la vitesse de déformation :

- G T vaa) il dl%—dg] de
| 7 gt i e |a&
= 1d 5 d)] de
H') 7 B = e 96 Ird—(‘]a
l - z.'j-,‘i ue d;J.—] dc
P d (F2 T
. . : . . — d, ; - : dr
avec oy = ap et dA = dy. par raison de symétri iprés élimination de PR simplification par 5
(qui n’est impossible que si v — o, ce qui ne se pr 's comme on le vérifiera a posteriori) :
- op 75 | 2 Gr 2= dof
6 et P fe : ——— il
() 7'k B 1 A 2”] de
A partir de (2), (6') et du critére de plasticité, il est possible d’intégrer, comme nous I’avons fait dans

—~ L ; ‘ :
(*); et d'obtenir la fonction r {ro, ¢), donnant 1

: née actuelle r d’un point de coordonnée initiale ry
en fonction de la valeur actuelle du rayon de ia i

ntiere élasto-plastique.

1 importe de remarquer que les formules de base pour cette intégration se déduisent des formules
correspondantes de (*) en remplacant K, par K v ¢t ki par 1[k. 11 en est done de méme dans les formules
finales qui s’obtiennent ainsi immédiatement. En part;

ulier dans le cas ot1 k = 1 (pas de variation de volume
permanente) on obtient

avec le critire de Coulomb

; s 30LIH R . 9(g+H)  1-K 3
= r* .4 ——— T (4 ¥ va. \ { s + = 2 i
\ P=ry g (1—24) 3 — —F X3 = (1 — 2v) ri+2K,c2(1-K,) 4 s it (1~v)e

3 e \2{1-K
/p“:—H—'r«l’q + H) g ;/aj i
g el J

Avec le critére de Tresea : (il faut remplacer C par — C dans les formules correspondantes de (*)).

2
3

X

i ‘el el |
=q—4C ! I e
[ p=q 4C(Log £

=3 40 0 oy 1120, e
el o el (1-2v) 34 ! ”'--/_)‘J)i';,’LOgr—oAi—(i—V)Cg

]

b

E * 5 3 . . i
limi !f)d{]'- (*), pour le probléme de Pexpansion, nous avons mis en évidence P’existence d’une pression
imite, finie, :

correspondant 3 Vexpansion infinie de 1a cavité (a—— co et ¢ —» 00). Ici, la pression Irmteld

CAVITES EN MILIEU ELASTO-PLASTIQUE

yisager est celle pour laquelle 1a cavité se trouve complétement écrasée, g — () :
envisage ;
— — H dans le c2s du critére de Coulomb;
:;Jnm — — o0 dans le cas du critére de Tresca.
lim =

Par une étude précise des formules données ci-dessus on voit que ¢ est une fonction monotone ecrois-
ante du temps (1) (dz et de sont toujours de signes contraires), et que ¢ym est finie,

5. CONTRACTION '»’UNE CAVITE CYLINDRIQUE,

Le probléme étudié est homologue de celui du § 4 pour une cavité cylindrique circulaire infiniment
longue. 0z étant dirigc suivant T'axe de la cavité, on fait Thypothése que oz, uniforme, est contrainte prin-
cipale intermédiaire. |5 contraintes principales sont ainsi :

Gr:51,53=62109:63'

Au début de la baisse de pression, tant que la variation de 1a pression a P'intérieur de la cavité reste
suffisamment petite, I'éizt de contraintes est élastique dans tout le massif (solution de Lamé) et on a :

aﬂ“ﬂ[1+(P—¢I)1;v}

Une zone plastiq.c apparait ensuite lorsque la variation de pression devient suffisamment gmn_de ;
C'est un anneau entourart la cavité limité par un cylindre concentrique de rayon ¢. Dans cette mne.le critére
de plascitité vérifié en tout point est : (oy = H) = Ky(sr—H). lya cfyntinui’fé de o :at ag (3‘:1: éwﬂem'n?ent
de oz uniforme) 4 la traversée de la frontire élastoplastique, et, par intégration de Péquation d’équilibre
on obtient les formules homologues de (2') et B

@) (or — =-(q+H)1—§E (E)H{‘
®) p=—(g+H) (97

(on vérifiera @ posteriori que (o — H) < 0 dans tout le solide).
La pression d’apparition de la zone plastique est :
2
) sl e -

En procédant comme au § 4 (introduction de ¢, paramétre cinématique, en conservant i v le sens de
dérivée par rapport 4 ¢ on obtient pour la vitesse de déformation totale :

hCtow e e d )] de
g,.=$X§=[Exa(ar—vcﬂ—vcz)+32]dt
| | § v__de aed dA]a_’c
9 | : e”“FXZiE:[EXIc("B“’“"““‘)"kdc di

! 1 _.d de
58=0==[-EXJ—C(Gg—VG’r“VUG)]B_‘
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Comme au § 4, les formules de base [(2), (6”) et
tiennent a partir des formules correspondantes de (*) en ¢
tement les formules finales. Pour k 1

Avec le critétre de Coulomb

\r=ri+2 TR _g)@iyp-teth 1
{p=—Higail) o ifeyn
i G
Avec le critére de Tresca
\ Fen+ i?ll%-‘v) (1—2v) r3 4

/ p=q—C[1+2Log-
Les mémes remarques que dans le cas de !
pondant & I'écrasement complet de la cavité est
Pium= — H dans le cas du critére de Coulomb

¢ est une fonction monotone croissante j

: [*] 1. Saexcox : Expansion quasi-statique d’une cavit
tique, Annales des Ponts et Chaussées, 1966, II1.

‘tere de plasticité] pour le caleul de r(n )
iz 2 7 0y c () 8
ceant Kg en Kp et k en 1/k, On a done im)mé(?il:

\ g A (gbH) 1R
'fl"f“\' r|+hr -1 !\r—;- ———— e
) e 1 i X1+K; (1—-\'2)02

\ , o 4C
(1+v) r Log ;u— i (1—v2)e2

¢rique sont valables. La pression limite corres.

> dans le cas de celui de Tresca.

fini.

“£irie sphérique ou cylindrique dans un milieu élasto-plas-

CHRONIQUE DE JURISPRUDENCE

JUISPRUDENCE DU CONSEIL D’ETAT

TRAVAUX PUBLICS. — DOMMAGES DE TRAVAUX
PUBLICS. — NOTION. — (QUESTIONS GENERALES.
— COLLECTIVITE OU PERSONNE RESPONSABLE. —
REPARATION. — ETAT 0U COMMUNE. — PARTAGE
DE RESPONSABILITE EnNTRE L’ETAT ET UNE coM-
MUNE. — DomMmacrs TRAVAUX PUBLICS. —
DiFFERENTES cATEGO = DE DOMMAGES. —
DoMMAGES SUR LES vOIES PUBLIQUES TERRES-
TRES, — DEFAUT DE SIGNALISATION. — NAPPE
VERGLACEE DUE A UNE FUITE PROVENANT D’UNE
BORNE-FONTAINE.

(23 février 1968. — 70.586. Ministre de I'Equi-
pement ¢/ Lamiaux et commune de Sapignies. —
MM. Hadas-Lebel, rapp.; Galmot, ¢. du g.; Me Cail,
o). — Recueil Lebon, p. 140 (1).

ES

Recours du ministre de I’Equipement, tendant

& lannulation d’un jugement du 11 mai 1966 par

lﬂqu?i le Tribunal administratif de Lille a condam-
ué PEtat conjointement et solidairement avee la

. Commune de Sapignies (Pas-de-Calais) a payer au

sieur Lamiaux (René) la somme de 3200 F ainsi
ue les intérdts au taux légal & compter du 31 mars
en réparation des conséquences dommageables

e l'ﬂ‘ﬂcidant survenu le 6 décembre 1962 audit

R R . .

‘ ans toute la suite de la chronique
mﬂdu décisions du Conseil d'Etat, du Tribunal des
lbririe dﬂ}jﬂggmmts des tribunaux administratifs (Paris,

#8 décisions ou jugements ont été choisis et les
Cha par M. Godot, ingénieur général des Ponts

retraite.
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sieur Lamiaux sur la route nationale n® 37 dans la
traversée de Sapignies et a rejeté la demande en
garantie formée par 1’Etat contre ladite commune;

Vu la loi du 28 pluvidse an VIII: 'ordonnance
du 31 juillet 1945 et le décret du 30 septembre 1953;

Considérant qu'il résulte de I'instruction que le
6 décembre 1962, vers quatre heures du matin, sur
la R.N. n° 37, dans la traversée de I'agglomération
de Sapignies (Pas-de-Calais), une automobile, appar-
tenant au sieur Lamiaux et conduite par lui, a dérapé
sur une couche de glace d'une longueur de 50 mé-
tres et d’une largeur de 4 métres, qui s’était formée
trois jours auparavant et qui n’était, au moment de
P'accident, ni sablée, ni signalée;

Sur les conclusions principales du recours susvisé :
-— Considérant que, sans contester le défaut d’en-
tretien normal de la partie de la voie publique o
I’accident s’est produit, le ministre de I'Equipement
se borne & soutenir que les conelusions de la deman-
de du sieur Lamiaux qui tendent & ce que 1'Etat soiy
condamné & I'indemniser des conséquences domma-
geables de cet accident, devraient &tre rejetées
comme mal dirigées;

Considérant que l'entretien d'une route natio-
nale, méme dans la traversée d'une agglomération,
incombe a I'Etat; que, par suite, le défaut d’entre-
tien normal de la route nationale n° 37, qui est en
relation directe de cause i effet avec I'accident dont
le sieur Lamiaux a été victime, est susceptible
d’engager envers ce dernier la responsabilité de
I'Etat, sous réserve de la faculté ouverte a ce dernier

e ——




