EXPANSION QUASI-STATIQUE D’UNE CAVITE
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RESUME

i par le eritére de Coulomb, on étudie I'expansion quasi-statique dans un milicu
re ou cylindrique. Le matériau est supposé isotrope, homogéne, et sans forces
sidérée est élastoplastique. La loi de comportement plastique adoptée permet
ermanente, en supposant la compressibilité en phase plastique, indépendante

: de cette solution et on donne ensuite les formules plus simples obtenues dans
riation de volume permanente.
\cher & Uutilisation faite, dans la pratique de la mécanique des sols, d’appareils
, sphérique pour déterminer les caractéristiques des sols rencontrés.

SUMMARY

‘nsion of a spherical or eylindrical cavity in an elastoplastic medium.

J

od with the study of the expansion of a spherical or eylindrical cavity in an

. that the material is isotropic and homogeneous, that no body forces are acting,
. is that of Coulomb. The elastoplastic solution ts given, for a constitutive equa-
change in volume, the rate of which ts independant of strain. The validity of

nnected with the use of pressuremetric devices in order to determine features of

hanics.

" CRITERE DE PLASTICITE DU MATERIAU

ritére de plasticité du matériau est le critére de Coulomb avec cohésion :
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176 J. SALENCON

f ; ! i g e i sssion). Le traintes oy étant o b L
(la contrainte n est comptée positivement en ‘”1‘“[‘“-‘““_‘“)‘ l : " ntes oy etant comptées POsiltiyepy,
en traction, le critére se traduit, entre les contraintes principal trémes, par la relation :

(U] — l” Kr: (ﬁ;i

en posant :

(5]
-3

|=Kq pour - 03

o

2. HYPOTHESES SUR LA LOI DE COMPORTEMENT PLASTIQUE DU MATERIAy

On suppose que le tenseur des vitesses (1) de ‘]‘;fl‘”“-”_.“ f permanente €; a mémes directions i
cipales que le tenseur des contraintes. On appelle vecteur déf: on permanente le vecteur de de ooy
données de], del, def, qu'il est d'usage de représenter dans 1'c:pace des contraintes, espace (g, a0

[cf. (31]-

2.1. Cas out les trois contraintes principales sont distin

Onaa; > 62 > o3 : régime de face sur la surface limit

(c1—H)=K, (o3 —1

On suppose que le vecteur déformation permanente a pou rdonnées :

dst =d).
dz" =0

e? = —kd):

avee a) >0 e k-0

-~

i “Projection de & c* k=Kg
d € pour k=1

Fig. 1.

(1} On rappelle que, de bori I ¢ phys

) ) » dans la théorie de la plasticité § id |
N g i E sticité. e te a8 e ¢ ique. ais un 8 I
meétre cinématique, L'étude faite Py té, le te mpe considér e paramelre I’ll sique, mal i

8 asi-statiaue ; ’ T
I quasi-statj Jue, puisque 'on n y fait pas inte s forces d'inertie,

Pour k = 1, c’est I}

vol

lan et est dirigé suivant |

dans 1

Pour k = Kg c'est |

Jéformation permanente

La variation de volun

pnurr’-;> ]ﬂyaf;-

et
pour k < 1 augmer

99 Cas ot deux des

Soit le cas 61 = o9

La généralisation d:

sec k>0 , dA>0 et

La variation de v«

i1. Etude générale.

On considére un n
initial ag. On suppose qu'’;
de compression sphérique
initial, fa pression i 1’inté:
interieure p dans la cavit
On désigne par q e
Les contraintes po
Il est évident que |
phériques)

il 1], Dans la zone 61,

On utilise pour 1a d.
%S contraintes entre J'éta

iypothése de Mohr sur la déformation par glissement. Il n’y 2 pas de variation de
ume permanente. Si l n '-m%ﬁidém, flz%ns l?espar:e f_in:s contraintes, la section de la surface limite par Ié
Jan « déviateur » (plan d’équation o1 + 63 + 03 = C%), le vecteur déformation permanente est dans ce
f » normale au ¢dté de I'hexagone régulier correspondant 4 un critére de Tresca
o1 — o3| = 2C). i

a région considérée (|

hypothése d’un potentiel plastique identique au critére de plasticité. Le vecteur
t alors normal a la surface limite (fig. 1).
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ie permanente est (1 — £)di done :

T3S

inution permanente de volume

ot

tion.

TR

traintes principales sont égales,

'3 @ régime d’aréte sur la surface limite,

(o1~ H) = (62— H) = K (63— H)

s b 4 o g e e
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g

wragraphe précédent consiste alors & poser :
de} =d)
deh =dy.

( del, = —Fk (dr + dy)

=)

- permanente est (1 — k) (dx + dy).

EXPANSION DUNE CAVITE SPHERIQUE

¢lastoplastique infini dans lequel est pratiquée une cavité sphérique de rayon

't initial il régne dans le milieu, un état de contrainte caractérisé par le tenseur

entique en tout point; cette hypothése est équivalente  la suivante : a I'état ;
de la cavité est égale a la pression a 'infini égale 4 . On fait croitre la pression i
ression a I'infini étant invariable. ;
s rayons actuels de la cavité et de la frontiére élastoplastique.

s sont les tractions.

ntraintes principales sont : 6y = 61 = 09 = 62 > 6, = 03 (coordonnées

rination des contraintes, la classique solution de Lamé appliquée aux variat_ii)ns
1l correspondant & p = ¢ et 'état actuel p = p. Si I'on désigne par — @ la
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valeur de la variation A, de la contrainte principale radiale,  frontiére de la zone (r == ¢) on gl
: 7 0Dy

ainsi

(1)

A . L i i
1.2. Dans la zone plastique, si elle existe (a < r € o).

Le

critére est satisfait en tout point, on a done :

(05— H) =K, (o, -

En particulier, en appliquant cette formule pour r

W = if}r 4 “3 ;WLI

a reporter dans (1).

equations d’équilibre sans forces de masse se réduis

soit, cempte tenu du critére -

En intégrant ot en écrivant la continuité de o, 3 1a ¢

Jy

t frontiére élastoplastique, il vieat:

1€} Gr— H = i - H)

i

p=—H+(g+H)

£F '!'?j‘iri‘lzi;it:mg-

: n €tant pas supposées infiniment
€5 qu en coordonnées d’Euler

"ecta ds ey pet ormules (2) et (3) ci-dessus ne sol

Cest-a-dire il est néee ; oS : ;

¢, coordonnée El-[‘l l}|r qu 1l est néces éterminer la relation existant entrt
d’Eule; mtiere élastoplastique, pour pouvt

aleurs actuelles g et

de 1a cavité e

€r 1a variation de p,

ifl """'] ¢
FTCIO Comme nar 1re einé i (
| | O« JMULUH* tre o l!]l'[”il“!ii”‘ fi‘ ravon actuel tie
‘ n ¢ [ HILIeTe ¢.

Un désione na la vri £
# Geslgne par v la vitesse de déformation rad

iale :

'€ deplacement radial de g

“Hli‘}u- le iR e e \
Yt rayon initia tante¢ : £ (rg, c) on a ;

Dans la zone plastique
ntes, sont, en utili=ant la loi de comportement 1.2 .

||r‘rtl‘l:llll'

avec of = 0

On voit que la symét

il d.
En éliminant —- en
ulf'

En remplagant o, e

I ) aq+ il
o L9k 8 b ” I
or r E
R v O(g+]
O
or + 2k r E
+H
Le terme ff"F i

second membre d’on

On détermine A pa
et donnée par -

Faisant r = ¢ dan:

Ir
Or ¢ ) S P
Jr 55 de 1’émq

L\,-‘.‘.i.‘ 1

ekl

- H) ]—ng
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les vitesses de déformation, sommes des viteszes de déformation élastiques et

dzy v 1 d ).+ o
| & ~3r B \9r ~ Yoy —vop) — k- LII *
4 4 adc
,}'3)‘} v 1 d (r"r i e o dj,
de r Bde\C0TVYOr—Vap)+ o

deg v -1d dy
% T rT B\l m Y =Narkd —

e géométrique entraine di = dy, et -

dv 1d d),
—_— ~ - f— \ — l‘)
dr Ede (or—2 voy) — 2k ac
v d d}‘
[ =gzl (0=9)—vol+ Z

ces deux équations on obtient :

dc;
de

day
de

2k =2 (1= 2vk) 12 12k (1—v)—2v]

par leurs valeurs tirées de (2) et de (6) — H) =K, (5, — H), il vient :
1 —Ka 72—k /p

/ 1y ; .
2K, ;: X ‘;_ _C- H (1 — 2‘)[{) + I\.a [Zk (]. — ‘J) - 2‘!] ﬁ

—Ee afa X (2= 1)1 +2Ka) (1 — 290k + (1 — &) (1 = 29K)]

—F sy
B <N |
2K« \r/

¢ : s e =n = P - v
rénéral petit et 'on peut ainsi négliger dans cette équation le terme en - du
r

(1+2Ka) (1—2v) k+(1 =8 (1 —2vK,) fe)\F2x, A
A+ 2K) s+ —R) @Ka—1)- - \rf T 0

1+ 2Ka
ntinuité sur la frontitre élasto-plastique. En effet, dans la région élastique, v

a

S
g X ()

:5 (pour r=c)

leux formules ci-dessus on obtient A et :

H)  1—Ka _ (1+2Ka) (L2209 Ra0 S0 (1 20K 76\ 1o,
T PRy B g0y Sy Y 1 o (?>

H) | (=v) (1 —Ka) (1 +2E
X T+ 2K FF (D) @K, =1

1 ci-dessus on tire done :

FH)  1=Ka (14 2Ka) (F =2v) k- (1< B) (1 =2vKa) (f)w-’s..mﬁk
TN A+ ik fra-hek-1

HY  (1-v){1 =K, (1+2k

(1+2Ka) k+ (1 = k) (2Ka—1)

|
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+H
ilise ici ; g > dintégration approchée que dans [1], 222 & ;
On utilise ici la méme méthode d’intégration approché: dans [1] 5 6tant petit on el
au second membre 7 par ro, d'olt r2¥+1 par intégration immédiate.

6(g+H) 1-Ka (1+2Ka) (1-2v) k+(1—4) (1 - 2vKa)

24+ TR 1 Seeid : : rntl?n’.‘ 1+2k,) x o2 (1-x,)

il E 178K @ Q+iK0ke(l~D K. —D)
(8) e i i R -

; V. _2.&7__1:”_ “_(:fJ‘FH]__, {. ;V)‘(‘ _c2k+l L B (ru)
AT -K) E (0+2K) k+(1—R) ( D
B (ro) est déterminé a partir des « conditions initiales onsidére la sphére de rayon ini[iaw

I'instant ol son rayon r commence i étre régi par (8) est I'instan r (ro, ¢). A cet instant r — ey
tique :

+H W= K
F-Zf(}+ql,- (I‘?*'“}']__ 5%

4 | .g+H _ —K.—; |
r2E+l = pg2kel | ] 4 (2% 4 1) *’_F {14 v) |

L | + 2K, |
En égalant 4 (8) ot 7 = ¢ on obtient B(rg).
La formule (8) est en particulier utilisable pour obtenir ay, ¢).

En portant cette expression dans (3) on obtient p =pl(o).

ITI. 1.3. Résultats.

On voit alors que la pression d’apparition de la zone plasi st

(9) | o=—H+(g+H) —
3 1+
. =
et qu’il existe pour p une pression limite, pour laquelle ¢ est in e 4 ;

8 (1+9K,) HEK.=1) 1
s L3 (1+2k) ('q-LH_ixi = e ii_\;

Si I'on étudie les variations de piim en fonction de on t

He:-:
La pression limite décroit quand la compressibilité plast rgmente (st k.7, Pim N

D’autre part, I'étude précise de 1a fonction plc) pour

: nire que cette fonction est monofole
Croissante.

3.2, Discussion de Ia validité de 1a solution,

T'oute 1étude. ci-dessus, a été menée €1 supposant que I

i ! ud ad ent k caractéristique de la compress
bilité plastique, était constant. 5i1'on considére |

a deuxiéme équs (5) :
(5) v 1d
r E Jr {’Jf) (J % “} g ‘J(;",‘

- vi J " tpre Ur ¢ varis 0 T 1 by > a e
’,if.“' “-”f; II'JI gr€ pour ¢ variant de g A ] infini, on voit que p couche sphérique de rayon initial 1
jas est inhini I

. g1 or 1
En effet A ot wal » i = 3 il i
r 3% © 9 et o sont finies d’aprés (2) tend vers une limite finie. Fou

celte couche sphérique, .

infinie : en particulier, &
rmanence des compres

L’hypothése de & cons -
compte les variations de k en fohetion. do la i

]‘ur.‘visr devrait prmtrlrv en
rieur 4 1 pour la déformatio

rieure & la densité critique,

Un caleul dans ces conditi
Les résultats obtent
I'llure de la courbe p(c),
que la yraie valeur de iil ’1
walenr 1 correspondant a la

i la déformation plastique

35 Etudes particuliere
III. 3.1. Critere d

La pression d’appar

et la pression limite :
-~

(1) 0 est peut-dtre possil
k constany . 1 tant qu:
ek = ] pour [d) >
Cette hypothase conduit

ions,
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s 'hypothése d'un coefficient k constant il ¥ aurait une
| correspondrait 4 une dilatation infinje sous

181

variation de volume
Paction de contraintes (qui sont en
tant n’est donc acceptable que pour k = 1. Dans le cas des sols, une étude plus
: ¢ k inférieur ou supé-
n plastique commencante suivant que la densité initiale est supérieure ou infé-
tendant vers 1 au fur et 4 mesure de Paugmentation de la déformation plastique.
s serait plus compliqué que celui présenté ici.

pour k -/ 1 peuvent donner une idée de Vincidence sur la valeur de Piim et sur
e valeur de k différente de 1 au début de Vexpansion. On peut penser en effet
ssion limite est comprise entre les estimations obtenues en prenant pour £, la
|éformation plastique établie d’une part, et d’autre part la valeur correspondant
ymmencante (1).

°t formules pour k— 1,
ulomb o # 0,
on de la zone plastique est donnée par (9) :

3 =
PGI*H*‘W(Q‘FH)

_ 3 - 1+2K. 1 73
"Rt iR WG R Ly

L =

{ro, ) s’éerit :

[1-x,j

A 9@+H) 1 vae 2pxy, @D 1K .
"')rnﬁ —I?_l——f-QE(l_gv)rg =C - ‘I'“—“*E—ﬂ“—z"-ﬁ‘a(l V}C

quent I'allure de la courbe p(e) :

=

1-Ka }

g+H )
ao [+ I e T

Fig. 2.

préciser la vraie valeur en adoptant, dans la loi de comportement, deux valeurs de k :

< }.I}

‘er la région plastique en deux couches séparées par une sphére de rayon Ca

!

TR

T I | | I T 1 T L

S —— .

'H' v
el b b

rrdn e A

£

o lE e T i ol e A i




J. SALENGON

Fig. 3. — Expansion d’une cavité sphérique : courhs sentant la fonction p(e)
(Utilisation des formules approchées dans le cas - k — 1:C=0;:vy=0.3: o= : 2 bar; E = 1 000 bar; d’ot Pyym = Bla

En utilisant @ comme paramétre cinématique la courb: t représentée aux figures 4 et 5.

2

1L 3.2, | €ritsra de Tresca « 0.

On obtient les formuyle

§ correspondantes en faisant @ jui conduit & des passages @ la limils |

Pression d apparition de la zone pl

astique :

L4 L4
o la formule donnant r(ro, ¢) s’écrit :

Pression limite :

b "
re I
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e

1
i i E 711
‘ Plim # q + 3 1+ I'Og 6C (1 :V)J l
A
4C e L 24\ 43 P g
el (1~2v) 7 — = (1—2v) 7 Lngr-é-f B (1—v)e3

A ;
P/ Plin
100 /‘

50

TS G e TIE |  C SIRR  H TL

e Lartie Slastigye | =
| i i i 3=
1 1,5 e/a,
Fig. 5. cpansion d’une cavité sphérique : courbe représentant la fonction pla)

(Utilisation des formules approch

il Etude générale.

mtial ag. On suppose que 1'éta

lution

Les hypothéses sont :

On considére un milis

t—q pour les contraint

ila suivante : 3 I"état initial

gale 3

¢ la pression verticals

la pression & Iinfing étant in

b wne

Il s'agit d’un probié

On désigne par a et ¢

Les contraintes positive

Les contraintes princi
pl:wlu;m-, gz est cont:

APANSION D'UNE CAVITE CYLINDRIQUE

ralogues & celles de I'étude précédente.

ariable.

danslecas : £ =1;C = 0;v = 0,3;0 = 30°¢ = 2 bar: E — 1000 bar; d'oit Pyym = 38 har)

‘lastoplastique infini dans lequel est pratiquée une cavité cylindrique de rayon
initial est caractérisé dans tout le milieu par le tenseur de contraintes de révo-
s horizontales, — Q) pour la contrainte verticale; cette hypothése est équi\-'a_ler}tef
pression & I'intérieur de la cavité est égale a la pression horizontale i 1’mh_n}
4 linfini étant égale a Q. On fait croitre la pression intérieure p dans la cavité

'e déformation plane.

rayons actuels de la cavité et de la frontiére élastoplastique.

sont les tractions.

s sont Gy, 65, 6z (coordonnées cylindriques), et on fait 'hypothése que, dans
nte principale intermédiaire.




". 1.1. Dans la zone élastique (r = c).

On utilise a nouveau la solution de Lamé (cylindrique cet

en deésignant par — @, la variation Ag, & la frontiére de la zor

1.2. Dans la zone plastique si elle existe (a
Avec U'hypothese faite sur o, les contraintes principales

Le critére est satisfait en tout point, on a done :

D’oti en appliquant cette formule pour r

Les équations d’équilibre sans forces de masse se réd

SALENCON CAVITES EN MILIEU ELASTOPLASTIQUE

is) appliquée aux variations da \ g 1¥v, @
) appliquée aux variations de - 0r (L —v—kv) + X 09 (k—kv—v)

e

“leurs valeurs tirées de (2) et de (o — — H) on trouve :

1 —Ka fe)\1-%. (v " .
3 | -v— v+ Kpk— Kaky — Kav)

v . v
dont la solution approchée en négligeant le terme en - du second membre est :

V1Ko l—v—bv+Kik

A est déterminé par continuité de v a la traversée de la frontidre élastoplastique, puisque dans la zone

(65— H) =K (o, -

1—v—b+ Kk —Kobw—

2y (1=K) (1+H) (e\*

(RS L ol TRRSRRET 2 L =t T TR L 1T

1= e AV + Kak“— qu‘.l = Ka‘l 7“ r\K ik

En tenant compte du critére :

Doti aprés intégration :

Ces formules ne sont val

grandeur des déformations n’a ét

rochée comme en III :

i

R

e

}fv—k'r'rl(ﬂk—[(g-’w—};uv -

(6r—H)=— (g + H) -

ables qu'en coordonnées d’]
€ faite. On doit chercher Ia
€ comme parametre c_‘inr'-ma!iql.lr-.

le déplacement radial de la

a loi de comportement 11 ]

AN

ol B(rp) est a détermines

A partir de (7) on

t obtenir a (ag, ¢) en particulier et donc en déduire, avee (3), p(c).

p=—H+ (g +

IV. 1.3. Résultat

isqu’aucune hypothése

La pression d’app n de la zone plastique est :

couche de rayor . v la vitesse radiale. p H+ (g +H) :
E - 0=— + H) —
. (ro;,€) =7 (ro, ¢) it

et il existe pour p une pr limite pour laquelle ¢ est infini :

- 0N peut écrire {¢ es de déformation totales dans la e

2 [
H+ (g + H)e X

der v

de
dzf
de

de;
de

On trouve, ici enc (ue la pression limite décroit lorsque la compressibilité plastique du matériau

Les mémes remar: qu'en 2 sur la validité de la solution sont a faire. (L'intégration en ¢ de la
‘ u er .2 sur la valic

deuxitme équation de (4)

re icl encore que | dA
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1.2. Etudes particuliéres et formules pour k — 1.

IV, 2

Critére de Coulomb ¢ # 0.

La pression d’apparition de la zone plastique est dor

Po - ~-H4 (g -+ H)

et 1a pression limite :

I

Hlim

La formule donnant r {ro. ) s'éerit :

9 5 2(g+H) j ‘ a+H 1 |
I=—r (1 -M(1+r2-42" e =, 14k, p1x 3 Sl EH) 1SN
: ST e K

Les courbes représentatives de ple) et p{a) ont la mém
parametre ¢ pour laquelle il v a début de plastification de 1a

que dans le cas précédent. La valeur dy

=% §
L.

"1“‘1}\ 1—-K

R

C=apil+

V. 22 Critére de Tresca o= 0

Les passages 4 1a limite dans les formules lorsque 1’0z > = U conduisent aux résultats suivans: |

Pression d apparition de la zone plastique -
Jue

Pression limite -

€t pour r (rg, c) -

~2y) (1 + v 4

[“ (1—v2)¢2

La valeur donnée icj pour Plim est différente de cells

aver {l' l!.'|‘l”-||‘ f_?}{r"“.l (:,.H, {ii‘\l‘l""l‘”ru

ar Hill [2] pour le méme probléne
lans son travail le critére de Tress
s au principe du travail maximl
du travail maximal avee le erité

le : est due ay faijt que Hi
;l“l.if.'él‘ a la loi de comportement de Prandd-Rey I ti

! i i : loi : c 55, 1€ satisi
ohr k- 11 I¢ comportement utilisée ici

o 201 (ke

i Loty i satisfait ay p

(On sait que la loi de
le critére de Misés el qu
de plasticité (ct. [31)
! |

comportement v P, ¥ 5 A i iy ik
i .,,“5 , it de Prandt-Rey: e principe du travail maximal av
au yart, en : Sy - s

: an equivalence des différents critéres

COTDS 1o1de ks . ol -
°IPS Tigides-plastiqu propriété n'est plus valable dun

considéré i 1.)

K : rh'-ft-;lns,aﬁiurl j«i
iu""!H il s’acit de

;
le¢ cas du corps & Ml Bl
U corp elasto-plastique

1
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